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При исследовании вопросов, связанных со стабилизацией вер-

тикальной позы человека, традиционно применяется модель пере-
вернутого маятника [1,2]. Модель подразумевает, что при исследо-
вании указанной задачи наиболее существенным показателем явля-
ется отклонение центра масс человека от вертикали. Согласно моде-
ли перевернутого маятника, тело человека заменяется жестким 
стержнем, проходящим через центр масс человека и ось вращения 
голеностопного сустава. Таким образом, модель не учитывает под-
вижность в коленном и тазобедренном суставах. 

Ограниченность такого подхода была продемонстрирована 
достаточно давно [3], тем не менее, модель продолжают широко ис-
пользовать благодаря ее простоте и наглядности. На основании мо-
дели перевернутого маятника был выдвинут и проверен ряд принци-
пиальных гипотез о механизмах работы системы управления челове-
ка [4-6]. 

Неприменимость указанной модели для анализа движений че-
ловека на резко возмущаемом основании [3] поставила исследовате-
лей перед необходимостью  использовать более сложную модель, 
учитывающую подвижность в трех суставах: голеностопном, колен-
ном и тазобедренном (см. Методы) [7,8]. 

Обычно, в работах, использующих трехзвенную модель, мы-
шечные усилия заменяются упругими моментами в суставах. Такой 
подход, отчасти, некорректен, поскольку, во-первых, мышцы по сво-
ей природе могут оказывать преимущественно стягивающие усилия, 
во-вторых, значительная часть мышц является двусуставными. Под-
робнее об этих проблемах см. [9]. 

В данной работе предлагается трехзвенная модель, учиты-
вающая основные особенности строения скелетно-мышечного аппа-
рата. Проведено сравнение результатов численного моделирования с 
экспериментальными данными из [1]. Описан результат серии экс-
периментов, позволяющих сравнить колебания человека при стаби-
лизации вертикальной позы в двух условиях: при спокойном стоянии 
(СС) и при стоянии с ограниченной подвижностью (ОП) в коленном 
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и тазобедренном суставах. Результаты сопоставляются с данными 
модели. С помощью методов разделения движения [10] строится 
приближенная модель с одной независимой переменной, обладаю-
щая простотой и наглядностью модели перевернутого маятника и 
учитывающая подвижность в трех суставах. Проводится сравнение 
полной трехзвенной модели, приближенной трехзвенной модели и 
модели перевернутого маятника. Выявляется роль собственных ко-
лебаний в управлении движениями человека при стабилизации вер-
тикальной позы. Важность исследования этого вопроса подчеркива-
лась Н. А. Бернштейном [12]. В работе высказывается гипотеза о 
связи собственных форм колебаний с двигательными синергиями по 
Бернштейну [11]. 

 
Методы 
Методы математического моделирования 

Для моделирования движений тела 
человека в сагиттальной плоскости предла-
гается использовать трехзвенную систему, 
звенья которой соединены последовательно 
с основанием и друг с другом посредством 
точечных шарниров (рисунок 1). Такая мо-
дель применима в предположении, что сто-
па не отрывается от земли, руки и голова 
неподвижны относительно корпуса, углы в 
одноименных суставах обеих ног совпада-
ют. Подобная модель человеческого тела 
широко применяется [3,7,8,12-14]. Масс-
инерционные характеристики звеньев при-
нимаются равными масс-инерционным ха-
рактеристикам левой и правой голени, рас-
сматриваемых как одно тело - для нижнего 
звена, левого и правого бедра, рассматри-
ваемых как одно тело - для среднего звена, 
корпуса, головы и рук, рассматриваемых как 
одно тело - для верхнего звена. Длины 
звеньев берутся равными расстояниям от 
оси вращения голеностопного сустава до 
оси коленного сустава, от оси коленного до 
оси тазобедренного, от оси тазобедренного 
сустава до центра масс верхнего звена, - для нижнего, среднего и 
верхнего звеньев соответственно. Для простоты предполагается, что 
центры масс звеньев ( 1C , 2C , 3C ) лежат на звеньях. Используемые 
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Рисунок 1. Трех-
звенная система 
для описания 

тела человека.
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при моделировании значения масс-инерционных характеристик и 
длин приведены в таблице 1 [15]. Моменты инерции ( 1J , 2J , 3J ) 
указаны относительно центров масс.  

Положение описанной системы может быть задано тремя 
обобщенными координатами. В качестве таковых берутся суставные 
углы 1ψ , 2ψ , 3ψ  (рисунок 1). Согласно[1], в качестве вертикальной 
позы можно принять положение системы, соответствующее значе-
ниям углов ( 0

1ψ , 0
2ψ , 0

3ψ ), приведенным в таблице 2. 
Таблица 1. 

1m  
2

m  
3m  

1J  
2J  

3J  
кг12 кг18  кг50  21.1 мкг ⋅  24.1 мкг ⋅ 21.2 мкг ⋅

21OO  
32OO  

11CO  
22CO  

33CO  

м50.0  м45.0  м25.0  м23.0  м18.0  
Таблица 2. 

0
1ψ  0

2ψ  0
3ψ  

°83  °2  °− 5  
Таблица 3. 

3α  
3β  

0σ  
1σ  

2σ  
3a  

3b  
2R  

2r  
0s  

1s  
2s  

°66  °66  °46  °8  °90  см10  см13  см6  см4  см6  см36  см3  

Система находится под действием силы тяжести и противо-
действующих ей мышечных усилий. В модели рассматриваются 
только двусуставные мышцы. Предполагается, что в стабилизации 
вертикальной позы участвуют три группы двусуставных мышц: 
группа задних двусуставных мышцы голени (далее обозначается 
индексом "1"), группа передних двусуставных мышц бедра (индекс 
"2"), группа задних двусуставных мышц бедра (индекс "3"). Здесь 
используется терминология из [16]. 
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Для описания мышц используется "нитяная модель" [17], со-
гласно которой в каждый момент времени мышца может быть заме-
нена нитью соответствующей длины и натяжения, соединяющей 
точки крепления мышцы к скелету (рисунки 2А, 2Б). Для рассматри-
ваемых групп мышц принята схема крепления из [12,13], 
приведенная на рисунках 
2А, 2Б. В таблице 3 указа-
ны используемые в модели 
значения геометрических 
параметров, полученных 
по [18]. Указанная схема 
успешно применялась при 
решении различных задач 
[8,12-14]. 

Для описания мы-
шечных усилий принята 
λ -модель Фельдмана (ги-
потеза равновесной точки) 
[19]. Согласно этой моде-
ли, статические усилия, 
развиваемые мышцами, 
определяются текущей 
длиной мышцы и значени-
ем управляющего парамет-
ра λ , соответствующего 
порогу стретч-рефлекса. 
(рисунок 3). Применимость 
λ -модели Фельдмана для 
анализа вертикальной позы 
человека обсуждается в 
[20]. 

Предполагается, что вертикальная поза соответствует положе-
нию равновесия системы, задаваемому постоянными значениями 
управляющих параметров λ  рассматриваемых групп мышц. Прово-
дится линеаризация зависимости мышечных усилий от длины мыш-
цы l  и управляющего параметра λ  в окрестности равновесной дли-
ны 0l  (рисунок 3). Линеаризованная зависимость имеет вид: 

( ) ( ) ( )δλµδδλλ −++= l&lll KFF 00 ,,   (1) 
где K  - постоянный положительный коэффициент, имеющий раз-
мерность коэффициента жесткости, µ  - постоянный положительный 

2r 2R
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3l

2l
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2
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2s  

1l

1

А Б 

Рисунок 2.  Принятая схема мышц. 
Мышцы обозначены частым пунк-
тиром. 
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коэффициент, имеющий размерность коэффициента демпфирования. 
Линеаризация корректна при ( ) 0, 000 >= λlFF . 

Для простоты считается, что жесткости и коэффициенты 
демпфирования всех рас-
сматриваемых мышц равны 
между собой: 

µµµµ

κ

===

===

321

321 KKK  

С помощью уравне-
ний Лагранжа 2-го рода 
выводятся уравнения дви-
жения системы. Пересчет 
мышечных усилий в обоб-
щенные силы осуществ-
лялся методом, описанным 
в [12]. Проводится линеа-
ризация полученных урав-
нений. Для линеаризован-
ной системы решается за-
дача на нахождение собст-
венных частот. Для вычисления собственных чисел применяются 
стандартные функции среды MATLAB. Собственные частоты ока-
зываются сильно разнесенными. Величина κ  выбирается таким об-
разом, чтобы низшая собственная частота приблизительно равнялась 
0.3~0.4 Гц, что, согласно [1], соответствует основной частоте коле-
баний человека (подробнее см. далее раздел «основные колебания»). 
Методами приближенного моделирования, описанными в [21], стро-
ится приближенная модель для медленных составляющих движения. 
Кроме того, строится модель, получающаяся из исходной путем на-
ложения связей  

032 ==ψψ , (2) 
что соответствует фиксации углов в колене и бедре. Для исходной 
модели в силу формулы (1) вычисляются усилия в икроножной 
мышце (группа задних двусуставных мышцы голени) в процессе 
колебаний. 

 
Порядок проведения эксперимента и методы анализа эксперимен-
тальных данных. 

В эксперименте принимали участие 9 человек мужского пола в 
возрасте от 15 до 50 лет. Все испытуемые были проинформированы 
о порядке проведения эксперимента и дали свое согласие на участие 

Рисунок 3. Модель Фельдмана 
(пунктир) и ее аппроксимация 
(сплошная линия). 

l  

F

λ

0F

0l
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в нем. В ходе эксперимента регистрировались показания стабило-
графа. Частота съема сигнала - 50 Гц. Эксперимент проходил в двух 
условиях. 

1) Условие спокойного стояния (СС). Испытуемый стоит на 
стабилографе с закрытыми глазами в течение трех минут в привыч-
ной стойке. Руки испытуемого привязаны к корпусу ремнем. 

2) Условие ограниченной подвижности (ОП). Испытуемый 
стоит на стабилографе с закрытыми глазами в течение трех минут. 
Подвижность в коленном и тазобедренном суставах ограничена по-
средством трех деревянных планок, две из которых крепятся ремня-
ми к ногам и корпусу со стороны живота, третья крепится к корпусу 
со стороны спины и затылку. 

Испытуемых просили сообщать в случае возникновения чув-
ства дискомфорта или болевых ощущений. 

Проводился спектральный анализ полученных данных с по-
мощью метода Велча (для высоких частот) и метода корреляций (для 
низких). 

Пример спектральной характеристики, полученной методом 
корреляций, приведен на рисунке 4. Согласно [1], частоту, соответ-
ствующую первому пику спектра, будем называть частотой основ-
ных колебаний, а колебания на этой частоте - основными колеба-
ниями. 

 
Результаты 
Математические модели 
Построена математическая модель, описывающая движения 

человека вблизи вертикальной позы. В силу полученной модели, 
определены значения мышечных усилий, необходимых для того, 
чтобы положение, задаваемое углами из таблицы 2, соответствовало 
положению равновесия уравнений движения. Полученные значения 
оказываются положительными (таблица 4), что позволяет линеари-
зовать λ -модель Фельдмана. Проводится линеаризация уравнений 
построенной модели вблизи положения равновесия. В линейном 
приближении уравнения движения имеют вид: 

δλκδψκψδµκψδ LGLLLLA TT =−++ )(&&&                         (3) 

здесь ( )T
321 δψδψδψδψ =  - отклонения углов от положения 

равновесия, ( )T
321 δλδλδλδλ =  - отклонения значений управ-

ляющих параметров, от соответствующих положению равновесия. 
Матрицы A , G , L  имеют вид.  
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где приняты обозначения: 
211 OOL = , 322 OOL = , 111 COc = , 222 COc = , 333 COc =  
















=

111
011
001

S
 

Модель, описываемая (3), соответствует условию СС эксперимента. 
Далее ее будем называть трехзвенной моделью. 

Согласно методам из [10] рассматривается вспомогательная 
система: 

0)( =−+ δψκψδ GLLA T&&                         (4) 
получаемая из (3) при 0=µ , 0дл = . Для системы (4) решается задача 
о нахождении собственных частот и собственных форм колебаний. 
Параметр κ  выбирается в соответствии с [1] таким образом, чтобы 
низшая собственная частота равнялась 0.4 Гц, что соответствует ос-
новным колебаниям спокойно стоящего человека (см. раздел «ос-
новные колебания»). Отсюда: 

м
Н5108×≈κ  

Полученные собственные векторы iv , собственные частоты if  

и значения равновесных мышечных усилий 0
iF  приведены в таблице  

Таблица 4. 
0

1F  0
2F  0

3F  1f  
2f  

3f  

Н4103.0 ⋅  Н4105.1 ⋅  Н4102.1 ⋅ Гц4.0  Гц2.3  Гц0.9  
Tv1
 Tv2

 Tv3
 

{ }5.05.07.0 −  { }6.07.03.0 −  { }8.05.04.0 −−  
 
Значительное разнесение собственных частот позволяет по-

строить приближенную модель, описывающую движения с харак-
терными временами порядка периодов низших собственных колеба-
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ний. Применение методов из [21] к системе (3) позволяет получить 
приближенную модель, которая описывается одним дифференци-
альным уравнением и двумя алгебраическими соотношениями: 

133

122

111 дл~~~

δψδψ
δψδψ

δψψδψδ

a
a

KRI

=
=

⋅=++ n&&&

                       (5) 

Значение параметров, входящих в уравнения (5), приведены в 
таблице 5. Далее модель, описываемую (5), будем называть прибли-
женной трехзвенной моделью. 
 
Таблица 5. 

I~  K~  2a  
3a  n  

235 мкг ⋅  Н194  7.0−  7.0  { } мН4108.08.07.1 ×−−−  
 
Посмотрим, как изменится поведение системы (3) после нало-

жения связи (2). Такая модель соответствует условию ОП экспери-
мента. 

0
0

3

2

1111

=
=
=++

δψ
δψ

δλδψψδψδ nKRI &&&

                        (6) 

Значения параметров, входящих в уравнения (6) приведены в 
таблице 6. Далее, модель описываемую (6),  будем называть моде-
лью перевернутого маятника. 

 
Таблица 6. 

I  K  n  
235 мкг ⋅  Н194  мН4103×−  

 
В таблице 7 приведены сводные данные по собственным час-

тотам для систем (3), (5), (6) при δλ=0. 
 
Таблица 7. 

Собственные частоты Модели низшая средняя высшая 
трехзвенная 0.4 Гц 3 Гц 9 Гц 
приближенная трехзвенная 0.4 Гц - - 
перевернутого маятника 0.6 Гц - - 
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Основные колебания 
 
В [1] на основании 

экспериментальных данных 
было замечено, что в сагит-
тальной стабилограмме спо-
койно стоящего человека 
присутствуют колебания на 
частоте примерно 0.4 Гц. 
Эти колебания вслед за Гур-
финкелем [1] будем называть 
основными колебаниями. В 
[22] высказано предположе-
ние, что основные колебания 
определяются жесткостью 
мышц. На основании этого 
параметр жесткости κ  в (4) 
выбирался таким образом, 
чтобы низшая собственная 
частота системы соответствовала частоте основных колебаний.  

Была проведена серия экспериментов. По экспериментальным 
данным для каждого испытуемого методом строились две спек-
тральные характеристики: для условия СС и для условия ОП. При-
мер спектральных характеристик приведен на рисунке 4. По спек-
тральным характеристикам определялись частоты основных колеба-
ний (таблица 8). 
 
Таблица 8. 

ИСПЫТУЕМЫЕ Условия АЗ АТ ВБ ДВ ДК ДТ ПК ПТ ЮЛ среднее 
СС 0.35 0.35 0.55 0.35 0.3 0.5 0.25 0.5 0.25 0.35 
ОП 0.7 0.4 0.65 0.65 0.4 0.65 0.4 0.65 0.35 0.55 

Частоты приведены в Герцах. 
 
Из экспериментальных данных видно, что: 
- в сагиттальной стабилограмме присутствуют колебания на 

частоте в среднем 0.4 Гц. 

Рисунок 4.  Спектральная харак-
теристика испытуемого ДВ. Жир-
ная линия соответствует условию 
СС, тонкая - условию ОП. Пункти-
ром обозначены пики, соответст-
вующие основным колебаниям. 
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- при ограничении подвижности в суставах частота основ-
ных колебаний смещается в среднем до 0.6 Гц. Таким об-
разом модели (3), (5), (6) удовлетворительно описывают 
эксперименталь-
но отмеченное 
увеличение ос-
новной частоты 
после наложения 
связей. 

Как видно из табли-
цы 7, трехзвенная модель 
(условие СС), у которой 
низшая частота равняется 
примерно 0.4 Гц, после 
наложения связи (2) пере-
ходит в модель переверну-
того маятника (условие 
ОП), у которой низшая 
частота равна примерно 
0.6 Гц. 

 
Высокочастотные       
колебания 
 

В [1] приведены данные о наличии в сагиттальной стабило-
грамме спокойно стоящего человека колебаний с высокой частотой 
(7-12 Гц) и малой амплитудой (в десятки раз меньше, чем у основ-
ных колебаний). Анализ электромиограммы (ЭМГ) икроножной 
мышцы [1] показал, что в ЭМГ присутствуют вспышки активности, 
имеющие частоту высокочастотных колебаний. На основании совме-
стного анализа ЭМГ и стабилограммы в [1] сделано заключение о 
коррелированности максимумов высокочастотных колебаний (соот-
ветствующих смещению центра давления вперед) и вспышек 
активности ЭМГ. На вкладке приведен рисунок I из [1], 
иллюстрирующий описанные явления. 

Нами проведена серия экспериментов. Анализировались вы-
сокочастотные (5-12 Гц) области спектра испытуемых в условиях СС 
и ОП. Примеры спектральных характеристик приведены на рисунке 
5. В таблице 9 приведены частоты заметных пиков в области высо-
ких частот. Прочерк означает отсутствие таких пиков. У всех испы-
туемых, кроме отмеченных звездочкой, величина высокочастотных 
пиков в условии СС в два и более раза выше, чем в условии ОП. 

 

Рисунок 5.  Спектральная характери-
стика испытуемого АЗ. Жирная линия 
соответствует условию СС, тонкая - 
условию ОП. Пунктиром обозначен пик, 
соответствующий высокочастотным 
колебаниям. 
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Таблица 9. 
ИСПЫТУЕМЫЕ Условия АЗ АТ ВБ* ДВ ДК ДТ ПК ПТ ЮЛ* среднее 

СС 8 - 8 - 7 - 6 6.5 7.5 7 
ОП - - 6.5 - 7 - - 7 7.5 7 

Частоты приведены в Герцах. 
* У этих испытуемых величина пика в условии СС меньше чем в ОП. 
 

Из приведенных данных следует: 
- в сагиттальной стабилограмме присутствуют высокочас-

тотные колебания. 
- максимумам высокочастотных колебаний соответствуют 

вспышкам активности в ЭМГ. 
- амплитуда высокочастотных колебаний становится замет-

но меньше после закрепления коленного и тазобедренного 
суставов. 

 
Как видно из таблицы 7, высшая собственная частота трех-

звенной модели равна 9 Гц, т.е. лежит в указанном в [1] диапазоне и 
согласуется с экспериментальными данными из таблицы 9. 

Собственные колебания приводят к колебаниям длины икро-
ножной мышцы, что, согласно формуле (1), приводит к колебаниям 
развиваемой мышцей усилий, а, следовательно, и ЭМГ. С другой 
стороны, стабилограмма пропорциональна моменту в голеностопном 
суставе [12]. Таким образом, коррелированность ЭМГ и высокочас-
тотных колебаний согласуется с моделью Фельдмана. 

Ограничению подвижности суставов (условие ОП) соответст-
вует модель перевернутого маятника. Как видно из таблицы 7, мо-
дель перевернутого маятника имеет одну частоту примерно 0.6 Гц. 
Согласно модели перевернутого маятника, в условии ОП не должны 
наблюдаться пики в области высоких частот. Поскольку в ходе экс-
перимента нельзя полностью зафиксировать суставы, эти пики со-
храняются, но их величина заметно уменьшается у большинства ис-
пытуемых. 

 
Обсуждение 
 
Сравнение моделей 
 
На настоящий момент при исследовании механизмов стабили-

зации вертикальной позы широко применяется модель перевернуто-
го маятника. В данной работе предложены две модели: трехзвенная 
модель и приближенная трехзвенная модель. Сравним три указанные 
модели. 
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Модель перевернутого маятника высокой наглядностью и 
простотой. Она описывается одним дифференциальным уравнением 
второго порядка. Модель неприменима для исследования медленных 
движений под действием возмущений имеющих малые характерные 
времена [3]. Модель не позволяет различать степень участия различ-
ных мышц в изменении положения тела человека. 

Трехзвенная модель описывает движения человека с учетом 
подвижности в голеностопном, коленном и тазобедренном суставах. 
Модель позволяет описать высокочастотные составляющие в спек-
тре спокойно стоящего человека. Модель применима для исследова-
ния движений, имеющих широкий диапазон характерных времен (от 
десятых долей секунды до секунд). Модель позволяет различать сте-
пень участия различных мышц в изменении положения тела челове-
ка. Модель описывается системой дифференциальных уравнений 
шестого порядка. Высокий порядок уравнений модели затрудняет ее 
аналитическое исследование. 

Приближенная трехзвенная модель является простой и на-
глядной. Она описывается одним дифференциальным уравнением 
второго порядка и двумя линейными алгебраическими соотноше-
ниями. Модель позволяет учесть изменение углов в голеностопном, 
коленном и тазобедренном суставе при стоянии и различать степень 
участия различных мышц в изменении положения тела человека. 
Модель применима для исследования медленных движений на ха-
рактерных временах порядка секунд. 

 
О связи собственных форм и синергий 
 
Общее решение системы (4) 

может быть записано как сумма соб-
ственных колебаний. Качественный 
вид собственных форм колебаний 
приведен на рисунке 6. В силу сис-
темы (4), произвольное малое откло-
нение человека от вертикальной позы 
может быть представлена как супер-
позиция отклонений по собственным 
формам [8]. Можно предположить, 
что двигательные синергии по Берн-
штейну [11] соответствуют собст-
венным формам колебаний.  Иначе 
говоря, нервная система "конструи-
рует" произвольное отклонение от 
положения равновесия из отклонений 

Рисунок 6.  Графическое 
представление собствен-
ных форм колебаний трех-
звенной модели. 

низшая средняя высшая 
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по собственным формам. Соображения о связи двигательных синер-
гий и собственных характеристик механической системы, описы-
вающей тело человека, высказывались ранее в [7]. В этой статье рас-
сматривались собственные значения и собственные формы, возни-
кающие лишь за счет силы тяжести – без учета мышечных воздейст-
вий 

Выводы 
 
В настоящей работе построена математическая модель стаби-

лизации вертикальной позы человека, учитывающая особенности 
скелетно-мышечного аппарата. Проведена серия экспериментов, в 
ходе которой анализировалось влияние ограничения подвижности в 
коленном и тазобедренном суставе на частотные характеристики 
стоящего человека. Построена приближенная математическая мо-
дель, обладающая простотой модели перевернутого маятника и учи-
тывающая подвижность в голеностопном, коленном и тазобедрен-
ном суставах. Высказана гипотеза о связи собственных форм коле-
баний и синергий по Бернштейну. 

 
Работа осуществлена при поддержке РФФИ (грант 02-04-

48234). 
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